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Аннотация
Проведено численное моделирование установившегося процесса фильтрации несжимае-
мой высоко-вязкой жидкости, следующей нелинейному многозначному закону фильтрации.
Обобщенная постановка данной задачи сформулирована в виде смешанного вариационного
неравенства с монотонным оператором и недифференцируемым функционалом в гильберто-
вом пространстве. Для решения этого вариационного неравенства предложен итерационный
метод расщепления, не требующий обращения исходного оператора. Каждый шаг итераци-
онного процесса сводится к решению краевой задачи для уравнения Лапласа. Этот метод
был реализован численно. Результаты численных экспериментов, проведенных для модель-
ных задач, подтвердили эффективность предложенного итерационного метода.
Ключевые слова:Математическое моделирование, установившаяся фильтрация, вариа-
ционное неравенство, монотонный оператор, итерационный метод, численный эксперимент.
Summary
The numerical simulation of the steady filtration process of the incompressible high-viscosity
fluid, following non-linear multi-valued filtration law is carried out. Generalized statement of this
problem is formulated in the form of mixed variational inequality with monotone operator and non
differentiable functional in Hilbert space. To solve this variational inequality, we suggest splitting
iterative method that does not require the inversion of the original operator. Each step of the
iterative process can essentially be reduced to the solution of the boundary-value problem for the
Laplace operator. This method was realized numerically. The numerical experiments made for the
model problems confirmed the efficiency of the iterative method.
Key words: Mathematical simulation, steady filtration, variational inequality, monotone
operator, iterative method, numerical experiment.
Введение
Изучаются установившиеся процессы подземной фильтрации несжимаемых высоковязких жидко-
стей, следующих многозначным законам фильтрации с предельным градиентом [1, 4, 5]. Обобщенные
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постановки задач формулируется в виде смешанных вариационных неравенств с обратно сильно моно-
тонным оператором [6] и выпуклым, липшиц-непрерывным, вообще говоря, недифференцируемым, функ-
ционалом. К указанным задачам сводятся задачи об определении границ предельно-равновесных целиков
остаточной вязко-пластической нефти [7, 8].
Для решения вариационных неравенств с операторами монотонного типа предложен итерационный
метод расщепления [9,10], не требующий обращения исходного оператора. Основную трудность при этом
представляет решение возникающих на каждой итерации задач минимизации. В случае задач фильтрации
эту задачу удалось решить в явном виде благодаря тому, что можно эффективно вычислить субдифферен-
циал функционала, сопряженного к минимизируемому. При этом каждый шаг итерационного процесса
сводится фактически к решению краевой задачи для оператора Лапласа.
Был разработан комплекс программ в среде MatLab. Проведены численные эксперименты для мо-
дельных задач. Исследована зависимость границ застойных зон (множеств в области фильтрации, где
модуль градиента давления меньше предельного, т.е. движение фильтрующейся жидкости отсутствует) от
величины скачка в многозначном законе фильтрации.
1. Постановка задачи.
Рассматривается установившийся процесс фильтрации несжимаемой высоко-вязкой жидкости в по-
ристой среде, занимающей ограниченную область Ω ⊂ Rm , m > 2 , с липшиц-непрерывной границей
Γ = Γ1
⋃
Γ2 , (Γ1
⋂
Γ2 = ∅ , mes Γ1 > 0 , на Γ1 давление считается равным нулю, Γ2 – непроницаема).
Необходимо найти стационарные поля давления u и скорости v жидкости, удовлетворяющие урав-
нению неразрывности и граничным условиям
div v(x) = f˜(x), x ∈ Ω, u(x) = 0, x ∈ Γ1, (v(x),n) = 0, x ∈ Γ2, (1)
где n – внешняя нормаль к Γ2 , f˜ – функция, характеризующая плотность внешних источников, в пред-
положении, что жидкость подчиняется многозначному закону фильтрации
−v(x) ∈
g(|∇u(x)| )
|∇u(x)|
∇u(x), x ∈ Ω, g(ξ) = g0(ξ) + ϑH(ξ − β), ξ ∈ R
1, (2)
где β (предельный градиент) и ϑ – заданные неотрицательные константы, g0 – однозначная функция та-
кая, что g0(ξ) = 0 , ξ < β , g0(ξ) = ĝ(ξ−β) , ξ > β , H – многозначная функция Хевисайда, определяемая
следующим образом: H(ξ) = 0 , ξ < 0 , H(0) = [0, 1] , H(ξ) = 1 , ξ > 0 .
Относительно функции ĝ : [0,+∞)→ R1 предполагаются выполненными условия:
ĝ0 непрерывна, возрастает, (3)
существуют c1 , c2 > 0, такие, что при ξ > 0
c1 ξ 6 ĝ0(ξ) 6 c2 ξ, (4)
Обозначим V =
{
u ∈ W 12 (Ω) : u(x) = 0, x ∈ Γ1
}
, Y = [L2(Ω)]m , (·, ·)V , (·, ·)Y – скалярные произ-
ведения в V и Y соответственно. Под решением задачи (1), (2) будем понимать функцию u ∈ V , являю-
щуюся решением вариационного неравенства [1–3]
(Aη − f, η − u)V + F (η) − F (u) > 0 ∀ η ∈ V, (5)
где
(Au, η)V =
∫
Ω
g0(|∇u| )
|∇u|
(∇u,∇η)dx, F (η) = G(∇η) = ϑ
∫
Ω
µ(|∇η| − β)dx,
µ(ζ) =
{
0, ζ < 0,
ζ, ζ > 0,
(f, η)V =
∫
Ω
f˜(x)η(x)dx.
Справедива (см. [1, 11]) следующая
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (3), (4). Тогда вариационное неравенство (5) имеет по
крайней мере одно решение.
2. Итерационный метод. Численные эксперименты.
Для решения вариационного неравенства (5) будем применять следующий итерационный метод рас-
щепления [9, 10]. Пусть u(0) ∈ V – произвольный элемент, полагаем y(0) = Λu(0) , Λ = ∇ : V → Y ,
находим λ(0) ∈ ∂G(u(0)) . Определим последовательности
{
u(k)
}+∞
k=0
,
{
y(k)
}+∞
k=0
,
{
λ(k)
}+∞
k=0
следующим
образом. Для k = 0, 1, . . .
1) Найдем элемент uk+1 как решение задачи
u(k+1) = u(k) − τ
[
Au(k) − f + Λ∗λ(k) + r u(k) − rΛ∗y(k)
]
, (6)
где оператор Λ∗ : Y → V определен следующим образом: (Λ∗y, η)V = (y,Λη)Y для всех y ∈ Y , η ∈ V ,
τ > 0 , r > 0 – итерационные параметры.
2) Затем находим элемент y(k+1) , решая задачу минимизации
(rΛu(k+1) + λ(k), z − y(k+1))Y 6 Gr(z)−Gr(y
(k+1)) ∀ z ∈ Y, Gr(z) = G(z) +
r
2
‖z‖2
Y
(7)
3) Далее, находим элемент
λ(k+1) = λ(k) + r
(
Λu(k+1) − y(k+1)
)
. (8)
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Рис. 1: Застойные зоны при ϑ = 0.1 и ϑ = 1
Теорема 2. Пусть выполнены условия (3), (4), функция g0 липшиц-непрерывна, с постоянной
c3 , 0 < τ < 2 c3/(2 c3 r + 1) , итерационные последовательности
{
u(k)
}+∞
k=0
,
{
y(k)
}+∞
k=0
,
{
λ(k)
}+∞
k=0
построенны согласно (6)–(8). Тогда эти последовательности сходятся слабо в V ×Y ×Y при k →
+∞ к (u∗, y∗, λ∗ , где u∗ – решение задачи (5), y∗ = Λu∗ , λ∗ ∈ ∂G(y∗) , и справедливо равенство
lim
k→+∞
∥∥y(k) − Λu(k)∥∥
Y
= 0.
Для определения u(k+1) из (6) необходимо сначала решить краевую задачу{
−∆w = f −Au(k) + div (λ(k) − ru(k)) + r∆u(k), x ∈ Ω,
w(x) = 0, x ∈ Γ1, (w(x),n) = 0, x ∈ Γ2.
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а затем положить u(k+1) = u(k) + τ w.
Решение задачи (7) может быть найдено по формуле [12]
y(k+1) =
g∗r (|q|)
|q|
q, g∗r (ξ) =


ξ/r, ξ 6 r β,
β, r β < ξ 6 r β + ϑ,
(ξ − ϑ)/r, ξ > r β + ϑ.
где q = rΛu(k+1) + λ(k) .
Был разработан комплекс программ в среде MatLab. Проведены численные эксперименты для мо-
дельных задач. Эмпирически определялись оптимальные (по количеству итераций) итерационные пара-
метры τ > 0 , r > 0 . Исследовано поведение границ застойных зон (множеств в области фильтрации, где
модуль градиента давления меньше предельного, т.е. движение фильтрующейся жидкости отсутствует) от
величины скачка в многозначном законе фильтрации (2).
На рис. 1 приведены границы застойных зон в случае фильтрации в квадратном единичном пласте при
наличии скважины с дебитом q = 1 в центре пласта, Γ = Γ1 , то есть на границе пласта давление рано
нулю. Значение предельного градиента β равно 1, значение θ величины скачка в многозначном законе
фильтрации менялись от 0.1 до 1. Как видно из рисунков, застойные зоны при этом увеличиваются, что
соответствует физике моделируемого явления.
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